Problemas de potencial: Determinacién de una funcion arménica », en el dominio €, cuya frontera es I';
estando sometido el dominio Q a condiciones de contorno que pueden ser esenciales o naturales; utilizando para el

calculo de u, la deducida formula de Green:
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u(y) : funcién incognita; u(xX) : valor de la funcion # en el punto X = que llamamos polo.
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12 |dentidad de Green: aplicando el Teorema de la Divergencia a uVw:
" dw
(Vu - Vw + uVew) dQ = u—dr’
Q r Of

22 ldentidad de Green: aplicando 12 Identidad a w,u:
’ ” ow ou
(uVew — wVeu) dQ = m:!nis\lnv&ﬂ

32 |dentidad de Green: aplicando 22 Identidad a u, u* = .Mmh: @

.\ HN MJQN &bl% 9 H~ AJ HN AJ@:.&J
pmﬁ:i r s “oa\zn " \r 2n \r)on
Si el polo es interior al dominio:
1 1 d (1 1 il 1\ ou
IR Isﬁqwc%n\ e .IES ||§$|> dT + u(x)
a ol \F - on\2m r/ ofi
Férmula de Green: aplicando 32 Identidad a una funcién u arménica:

ou ou” 1 1\ du Jd (1 1
ﬁmk.u Hh Aﬁ m:mllz mu\mv&ﬁ \Z.Oﬂv |h‘ m~3hﬂv%|gwﬂ mNﬁhﬂv dr
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Estudio de la funcién In(1/r) en dominios bidimensionales.

Si establecemos el origen del sistema de referencia OX; X, en O podemos expresar,

%%H% mm_vm._.sguluﬂ.&tm
r=./z}+z} = mwp.?ixvﬂm% a M

teniendo en cuenta las expresiones anteriores podemos expresar,

[y s—t MNN\.M S Om‘w\.m
X OB .ﬁ 4 w v ré v

salvo cuando r = 0, que su valor es indefinido.

CONCLUSION

Las expresiones obtenidas indican que la solucién fundamental verifica la ecuacién de Laplace, salvo en el
polo, x (r = 0), que es un punto singular,

Vu* = 0; salvo en el punto r = () Prof: Javier Sufirez Medina



Tercera identidad de Green. Dominios bidimensionales.

Aplicando la segunda identidad de Green a las funciones y u* obtenemos la tercera identidad de Green.

{2 (En () 2fl) 2)a

Distinguimos dos casos:

e El polo es exterior a  : la funcién In ﬁmw no presenta singularidades y por lo tanto la expresion
obtenida es vilida.

e El polo es interior a  : la funcién In A w presenta una singularidad en el polo, y la expresion no est4
definida. Para hallar su valor efectuamos una operacién de paso al limite.

Consideramos un subdominio circular infinitesimal €2, en el entorno del polo. La funcién In ﬁ\v no wwmmwbﬁm
puntos de singularidad en el dominio reducido €2 - €2, por lo que podemos Em_swmﬁ. la segunda H&mﬁimm
de Green. El contorno del dominio reducido serd el contorno ampliado I' + I',. Mediante una operacién de

paso al limite obtendremos la solucién de nuestro problema,

(L. (e} v)al-tn{, (2 Enl)-Lul)2)a
L A\né m!wgﬁ Wdﬁu abviwmw .\E%m on in 2 = on

e—0
Calculamos los limites aparecidos en la expresién anterior:

o lim. o {foq, (~o5 I {3} V?u)dQ} = o (- In {2} V2 u) )

o (
o Ur vz (0 {3}) = S (3} B2) a0} = o (v (3 in {2)) - drm {2} §2) ar

e lim. T,P ?%l AW In ﬁ.z —In ﬁw .wmv &H@ = u (x) : vemos con detalle.

n
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En los puntos de I'; podemos expresar

or 1 9]
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Expresando la integral en coordenadas polares, dI’ = rd6

Tz

= e, (u(2) - {2} ) can = 45 28 = 55 [elal i Bcle
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e Dado el cardcter infinitésimal de I';, podemos considerar u ~ u (x), por lo tanto,

T ﬁ \ : i& — 270 ()

e—0Q

e Supuesta la funcién 2 o= regular en el dominio I, la expresién Tk, m% serd igual a un valor finito,
por lo que

: i) . 1 Ju
iy { | {3} Goet} =t {em {7} [ oo =0
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