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Hipotesis de partida:
e Linealidad: las tensiones y deformaciones son funciones lineales de las cargas. Esto supone
necesariamente que las deformaciones de la estructura son pequefias.
e Principio de superposicion.
e Solo se consideran cargas aplicadas solo en nudos:

ESTADO DE EMPOTRAMIENTO PERFECTO ESTADO CON ESFUERZOS
ESTADO 1 ESTADO II
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Matrices de flexibilidad y rigidez
Consideremos una estructura cualquiera, sometida a un sistema de cargas Pj, en los puntos 7, segin las
direcciones D;, teniendo unos corrimientos de médulo d; en dichas direcciones:

Se llama fij al médulo del corrimiento del punto i en la direccion Di cuando se aplica la carga unidad en el
punto j y direccion j.

Aplicando el principio de superposicion se deduce:

n dl fll f12 le Pl

_ : A | | fa fm = foy || P
di= E fiPi : di=fiPy . |2 |2 2 7 EnpTe s goep

- : P |

) dN le fNZ fNN PN

F: matriz de flexibilidad, siempre cuadrada y simétrica (Teorema de reciprocidad).
En el caso de que F sea no singular, se puede hallar la matriz F* que se llamara, matriz K o matriz de rigidez (si
existe es también simétrica).

d=F.P P=F .d=K.d P=K-d

Cuando se consideren conjuntamente en una estructura, cargas exteriores y reacciones, K sera singular |K| =0,
ya que cargas exteriores y reacciones, estaran relacionadas linealmente por las ecuaciones de equilibrio:

SF=0, YF=0 YM=0.

Cuando la estructura tenga un apoyo elastico, F sera singular \F\ =0; ya que, existirin movimientos
condicionados entre los nudos, y la matriz d tendra alguna fila combinacién lineal de otras.

Px dx

Py dy

Expresion general de los vectores P y d: P, &
P | Yo

My 0y

M. 0
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Método de equilibrio

Se determinan los movimientos de los nudos, por lo que también se le conoce como método de los movimientos.
Se siguen los siguientes pasos:
1.- Se establecen las ecuaciones que relacionan esfuerzos (E») y movimientos (V) en extremos de barra:

Ep="1(Vp)
2.- Se relacionan los movimientos de los extremos de las barras (Vb con los movimientos (V) de los nudos
correspondientes.

Vb= F (Vn)
3.- De los dos pasos anteriores se obtiene:

Eb= vy (Vn)
4.- Se determinan las ecuaciones de los esfuerzos en los extremos de la barra (Ep) en funcion de las cargas
exteriores en los nudos (Pn) que son conocidas.

Eb=0 (Pn)
5.- Obteniéndose finalmente el movimiento de los nudos Vn, en funcion de las cargas aplicadas en los nudos
Pn:

VN =0 (Pn)
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Vector cargay vector movimiento

Px dx
Py dy
: P. d:
Estructura espacial: Pi= di=
Mx Ox
My Oy
M: J; 0z );
Px dx
Estructura plana: Pi=| Py di=| dy
M, ). d: ).

z/1 |

Momentos y giros positivos: los que en el sistema de coordenadas XYZ sigan el sentido dextrdgiro,
z

X
M,,0

Wil ¥

Fuerzas y desplazamientos: el sentido positivo coincidira con el sentido positivo de los ejes.

Y

@ ®:'\Ma .

Q1

8:42:45
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Sistemas de referencia local y global
Cambio de sistema de referencia: del sistema de referencia local de cada barra al sistema de referencia global de
la estructura:
En el sistema de referencia local, la terna de valores (ui, vi, 6i) corresponde a las componentes de un vector.
Y’ : .
Matriz de cambio de base:

por filas las componentes de los versores de la nueva base en la antigua.
cosa -sena O
C=|sena cosa 0| siendoC*=C’'

0 0 1
AN X[
Relacion de cambio de base para vectores:
€ =CoS € —senak, CoOSa —Sena
€, = senag, +cosae, sena  CoS«

Dado un vector genérico:

V=V +V,6, =V +V,€, =

=V, (cosaé, —senag, ) +V, (senaé, +cosag, ) = (V| cosa +Vv,sena )& +(v; (—sena ) +V; cosa )¢,
V, =V, COS & + V,Sena

V, =V, (—Sena)+V, cosa

-1
A coSa  sena \(V, A cosa sena ) (Vv cosa —sena \( v,
= f— = =
v, —Sena  coSa )\ V, v, —sena  cosa ) \\V, sena  cosa )\V,
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Relacion de cambio de base para matrices de rigidez:
En el sistema local: E =Kd

En el sistema global: E'=K'd'

E'=CE =K'd' =K'Cd

C'CE=C'K'Cd

C'CE=C'K'Cd =>K=C'KC :
H_/

I K

K'= CKC'

19/4/2013  8:42:45
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MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA AISLADA PERTENECIENTE A UNA ESTRUCTURA RETICULADA PLANA.
Criterio de signos de esfuerzos y movimientos de extremos de barra:

Y

) N1
M1 T
Q1

Relacionamos movimientos y esfuerzos en extremos de barra:
Esfuerzos axiles:

. - NN N
TATER T T EA
EAL N EAIL
- § u2=1
EAIL Y EAIL
< ul=1 % >
EAIL % EAIL
ul=1 /A
EA EA
N) | L L uj
Q, 0 0 Vv,
M, | | 0 0 0,
N, | | EA EA u,
Q2 L L V2
M, 0 0 0,
0 0
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Cortantes y Momentos:

QL
1 2 QU
V =—(3LQL)=L="
N e b33
1 QL
§=—1LQL=
Q El 2 Q 2El
N
o1 L ML?
M El -2 2El
FaN 1 ML
() , 0=—ML=—
\/ AN El El
Y
\ /
S QL3 ML
3El | 2El
w. 2
S ) QU ML
Q M 2EI EI
& / 3
2EIvT_2QL+ML2 ML2 = 21" — 29k
2 3
Elo=3  mL: ML2 = EILg— 35
2 2
3 3
JENT - 2QL —EIL— QL
2
3 3 3
Q0 QL _QL_ )y e
3 2 6
6EI ,  12EI
Q:_ L2 9+ L3
3
ML2 = EILH—%
_El6_QL_EIf L[ GEIL , 12EI 4
L 2 L 2 13 E
M+OL
Q/' v
3 “
\ M
Q % Q
M+QL:4EI 0_6I§IV¢_6EI €+12|25|V¢:_£9 6I52I N
L L L L L L
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Se han relacionado los esfuerzos en los extremos de la barra con los movimientos en el extremo 2.
EA

EA 0 0
L L
12El  6El
Nl 0 O - L3 L2 ul
Q| | , _BEl 26l |V
IVI1 _ L2 L 61
N, EA EA o ||
Q| | L v,
M, A ) 12LEI _6LE2I 0,
0 6El  4El
o -2 =
2z L
R |\/|+QL

vl=1

MoQ Q

6El 12El 4
Q=- B 0+ E \
v = 4B, GEL
L L
2El 6El

M+QL=———60+—-V
Q L L?

Movimientos del extremo 1: cambiaran de signo de los coeficientes del giro.
6ElI = 12El

N
Q= B 0+ E %
L L

2El 6El

M+QL=——-86+—V
Q L L2

Volveremos a cambiar el signo del esfuerzo M en extremo 1:

6El 12El
-y
M =25l SELyr
L L
2EI  BEIl .

M+QL=——-06+—V
Q L L2
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By 0 B o
12EI  6El 12El  6El
N e
> o OEl 4EL 6Bl 261V
M, |_ 2 L 2 L %
= B S =AY T T
Q, L L v,
12EI  6EI 12EI  6EI
M. 0 — —% O — —— |\
L L L L
o CEl 2Bl 6El 4B
K L > L
EA 0 0 _EA 0 0
L L
o L12EI 6El o _12El 6El
L [ EA EA EA
o GEl 4B . _GEl 28l - 0 o - 0 - 0 0
K= Ky Kp B L2 L L2 L K -l o 12El  6EI K. -l o 12ElI 6EI K.—K.T=| o 12ElI  6El
[K KJ EA EA A B L R T BN
e B o GEL 4EL| | eEL 4 o _GEl 28
o _12El 6El o 12EI _GEl L Lo [T
T T
o SEL 2B || 6Bl 4B
L L L L
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Criterio de signos en M. Pendiente Deformacion:

P

y

M,

N,
)
i Q,

—_———— — .

Criterio de signos en Analisis Matricial:

Y

®

el
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—_

N1
M1

Q1

Matriz de rigidez

AIij =Uu; -,
5ij =V; VY
gij :gi
0; =96,
0,
//
ji Vji
/

19/4/2013  8:42:45

0

12El
L3
6El
L2

_12E

L3
6El
2

0
6El

T
481

L
0

_6EI

L2

21
L

0

12EI
L3

_6EI

LZ

N NO+%A1
L
N, =N2+ 2 AL
L
M = 4B 21 GEl
1] 1] L 1] L J L 1]
M=o+ 2 (4ELy BELS
] J L 1] L ] L 1]
6El 12El
— 0
Qy=Qy+ (9 e) R
6El 12EI
QJ' QJI (6 +0;, ) L3 8ii
EA
-N -T(u -u,)
EA
N —T(u -u,)
4E]| 2El 6El
M, = 3 0,+ 3 0,- o (v,-vy)
2El 4El| 6ElI
M,= 3 0,+ 3 0,- 7 (v,v,)
6EI 12EI
Q=2 (0,10,) 12 (v,
6EI 12EI
-Q,=— (0,16, )-=—=—(v,-v,)
L2
0
6El
L |[%
26 | v
L 0,
o ||"
VZ
6E|
e O
sE1
L
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Matriz de rigidez de una estructura: relaciona los movimientos y las cargas en los nudos de la estructura
Py = KEdN
Por no estar incluidas entre las cargas las reacciones de apoyo, la matriz sera regular,
|KE| #0=d, = K;PN

Formacién de la matriz de rigidez de la estructura:

Esfuerzos y movimientos de los extremos de la barra verifican las relaciones:
Plb :Kllbdlb +K12bd2b
Py =K 151 +K 3,
Ecuaciones de compatibilidad en los nudos:

Sustituyendo
Plb = Kllbdi + Kledj
P2'b = KI21bdil + Klzzbdlj
Ecuaciones de equilibrio de los nudos extremos de la barra:
P=P,+ZP.  XP: colaboracion de las barras diferentes de la barra b en el nudo i.

P,=P,,+ZP,  ZP;: colaboracion de las barras diferentes de la barra b en el nudo j.
Sustituyendo
Pl = Ky + Kypdj + 2P,
P, = Ky, d; + Ky, d, + 2P,
Comprobamos el lugar que ocupan las rigideces K,,,, K,,,, K,, Y K,,, enlamatriz K. de la estructura:

++ + 4+ +

—}-K-”b—l— K"Zb—|— « FILA |

- | ++ ++ +

-I-—Ké]b-i- Ké%—|— «— FitA J

++ + + +
t 1

COLUMNA | COLUMNA J

Se deducen las siguientes reglas para la formacion de la matriz de rigidez de la estructura K. :

M=
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Diagonal principal:
Cualquier término ii de la diagonal principal sera igual a la suma de las rigideces K., o K,,, de las
barras que coinciden en un nudo.
La rigidez, que aporta a esta suma, cada barra, serda K, 0 K,, , dependiendo del sentido de
recorrido de cada barra.
Asi, serd K,,, , cuando el nudo que estemos estudiando, coincida con el extremo 1 del recorrido de
1aZ2.
Sera K,,,, cuando el nudo coincida con el extremo 2 del recorrido de 1a 2.

Elementos que no son de la diagonal principal:
Cualquier término ij, fuera de la diagonal principal serd igual a la rigidez K, , de la barra que une

los dos nudos correspondientes a las filas o columnas iy j.
Si existe, méas de una barra uniendo a estos dos nudos, por ejemplo:

a

M

El término, de fuera de la diagonal principal, se obtendra de la suma: (K, +K,,.)

Si no existiera barra de union entre los nudos que corresponden a las filas i y j, entonces ese término
seria la matriz nula Q.
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EJEMPLO: Formar la matriz de rigidez de la estructura reticulada plana, representada en esta figura:

C o D
—

P

C
A s B
\_‘/

O O

T 7

\

XI

Se sustituyen las fuerzas no aplicadas en nudos, por su accion equivalente, sobre los mismos:

Se numeraran todos los nudos de posible movimiento. Los nudos empotrados se numeraran con el 0: Nudos 0.
Se asignara a cada barra una letra minuscula y un sentido positivo de avance, del extremo dorsal al extremo
frontal. Los nudos 0 seran siempre extremo dorsal.

Se establece un sistema de referencia global.

Al existir cuatro nudos con posibles movimientos la matriz K sera de 4x4:

(Ko + Ky +Kpye) Ko Kz Q
o Mty 2
21d 22d 11f 12 f
Q KIZle Kélf (KIZZE + KIZZf )

Por ser una estructura reticulada plana las matrices K’ y Q seran de orden 3x3.
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